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L’inizio della storia: Felix Klein

“Il mio compito sarà di mostrare le mutue connessioni 
tra i problemi nei vari campi. […]
Spero che traiate dalla matematica uno 
stimolo.profondo per il vostro insegnamento.”
“Questo libro è pensato solo come uno sprone mentale, 
non come un manuale dettagliato.”  

1902-1928



• Nasce 100 anni dopo la pubblicazione dei voll. 1, 2;
• Vuole introdurre gli insegnanti agli sviluppi recenti 

della matematica creando un valido collegamento 
con la loro attività quotidiana in classe;

• Riguarda la matematica: i suoi temi, i suoi 
problemi, le sue sfide e le sue applicazioni;

• Si riferisce alla situazione educativa del 21° secolo, 
che è molto diversa da quella in cui lavorava Klein.

  

Il Progetto dell’ICMI: Klein 21° sec. 
+



• All’inizio fu ideato con l’idea di produrre una versione 
moderna del libro di Klein con un CD.

• Successivamente si è avuta l’idea di produrre delle 
“Vignettes”  (storie matematiche), rendendole disponibili 
in un blog.

• L’iniziativa è poi cresciuta con seminari e lavori in 
differenti parti del mondo, per condividere e coinvolgere 
le comunità di ricercatori/insegnanti nel progetto.

PK21: come?



Le idee comuni delle “vignettes”

Tipicamente le “vignettes” non superano le 10 pagine e trattano un 
argomento di matematica “contemporanea” (ultimi 100 anni).

Le “vignettes” si propongono di trasmettere il seguente messaggio:
La matematica è una disciplina viva all’interno della scienza: non 
tutto è stato detto e si verificano continuamente nuovi sviluppi.

La scienza e la tecnologia offrono problemi alla matematica e la 
matematica permette nuove scoperte alla scienza e alla 
tecnologia.



Le idee comuni delle  “vignettes”

Più precisamente, si propongono di comunicare:

•Come lavorano i matematici
•Il potere di un’idea “furba” 
•La forza dell’interdisciplinarità 

Riducendo al minimo gli aspetti tecnici
Intrecciandosi con la cultura dell’insegnante
Accompagnando l’insegnante oltre quello che già sa



www.blog.kleinproject.org



www.blog.kleinproject.org



TRADUZIONE delle ‘vignettes’ dall’inglese all’italiano, 
mantenendone la struttura, il tessuto narrativo, le immagini, in 
modo da renderle fruibili agli insegnanti italiani (lavoro che era 
iniziato già dal 2013 con M. Panero e M. De Simone come 
traduttrici  di alcune ‘vignettes’). 
TRASPOSIZIONE DIDATTICA (nel senso di Y. Chevallard) delle 
‘vignettes’ in modo da adattarle al contesto culturale e istituzionale 
della scuola italiana, arricchendole di spunti, immagini, attività, 
ristrutturandola e aggiungendo le opportune metodologie 
didattiche.
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2021: il Progetto Klein Italia (UMI)



Si sono costituiti a fine gennaio 2021 due nutriti gruppi di lavoro, 
formati da docenti universitari e insegnanti, che hanno scelto di 
iniziare con la trasposizione delle due ‘vignettes’ seguenti:
- Symmetry step by step ( Le isometrie passo passo)
- Matrices and Digital Images ( Matrici e Immagini digitali)
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2021: il Progetto Klein Italia (UMI)

Il lavoro è coordinato da F. Arzarello e O. Robutti, con l’aiuto di 
A.Montone e L.Tomasi per il gruppo Simmetrie, e di E.Faggiano e 
M.Mattei per il gruppo Immagini.



Symmetry step by step
1. TRADUZIONE (dall’inglese all’italiano)

delle vignette dall’inglese all’italiano, mantenendone la struttura, il tessuto narrativo, le 
immagini, in modo da renderle fruibili agli insegnanti italiani
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Le isometrie passo a passo

2. TRASPOSIZIONE DIDATTICA (nel senso di Chevallard)

delle vignette in modo da adattarle al contesto istituzionale italiano, arricchendole di 
spunti, immagini, attività, ristrutturandola, aggiungendo le metodologie didattiche
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Le isometrie passo a passo
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Contesto matematico

Contesto reale

Le isometrie 
passo a passo

18 sezioni



Le 18 sezioni: competenze
Esplora e congettura   
  
 Scopri, classifica e generalizza   

  Risolvi problemi, argomenta e dimostra

I contesti:
- uno interno alla matematica, quello delle figure geometriche e delle loro 

trasformazioni
- uno esterno alla matematica, nel mondo reale: l’arte, i manufatti, le 

tassellazioni e i fregi
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Le 18 sezioni: nodi concettuali

1. Traslazione
2. Simmetria assiale 
3. Rotazione
4. Glissosimmetria 
5. Composizione di isometrie
6. Approfondimenti e problemi
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Una sezione

Una casella:

• Scheda docente
• Scheda studente

Una casella: riga e colonna
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Una sezione

Una casella:

• Scheda docente
• Scheda studente

Una casella: riga e colonna
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Rotazione + esplora e congettura 
– scheda docenti

Arzarello & Robutti 2023 - Progetto Klein



Rotazione + esplora e congettura 
– scheda studenti
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Rotazione + scopri, classifica e 
generalizza – scheda docente
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Rotazione + scopri, classifica e 
generalizza – scheda studente

Software Tales Arzarello & Robutti 2023 - Progetto Klein



Rotazione + risolvi problemi, argomenta 
e dimostra -  scheda docente

Arzarello & Robutti 2023 - Progetto Klein



Rotazione + risolvi problemi, argomenta 
e dimostra -  scheda studente
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Comp. di isometrie + scopri, classifica e 
generalizza - scheda docente
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Comp. di isometrie + scopri, classifica e 
generalizza - scheda docente

Wallpaper Symmetry

https://math.hws.edu/eck/js/symmetry/wallpaper.html 

https://math.hws.edu/eck/js/symmetry/wallpaper.html


Comp. di isometrie + scopri, classifica e 
generalizza - scheda studente
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Comp. di isometrie + scopri, classifica e 
generalizza - scheda studente
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Approfondimenti e problemi + esplora 
e congettura – scheda docente
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Approfondimenti e problemi + scopri, 
classifica e generalizza – scheda docente
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Approfondimenti e problemi + esplora 
e congettura – scheda studente
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SIMMETRIA 
PLANARE



Approfondimenti e problemi + esplora 
e congettura – scheda studente
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SIMMETRIA 
CENTRALE
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Approfondimenti e problemi + scopri, 
classifica e generalizza – scheda studente



Matrici e Immagini digitali
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Matrici e Immagini digitali
Una trasposizione didattica nella scuola secondaria, che permetta 

l’accesso alle attività a vari livelli e a varie tipologie di scuole

I

II

III

IV

V

1. Immagini Tabelle e Matrici 

2. GeoGebra

3. SNAP Matrici e Colori digitali 

4. Matrici e Immagini digitali 
con Python 
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1. Immagini digitali come tabelle: 
attività manipolativa

• Obiettivo: far emergere l’idea che creare una immagine equivale a comporre 
una tabella, cioè definire una funzione in cui ad ogni cella si associa un colore
• Attività manipolativa di creazione di tabelle 3x3 su fogli su cui incollare post-it 

di tre diversi colori:
• a partire da una immagine e producendone una descrizione
• a partire da una descrizione e ricreando l’immagine
• confronto tra immagini e tra descrizioni
• Percorsi e metodi di notazione
• Strisce e liste
• Uso di indici per righe e colonne
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• Attività: in un contesto narrativo adattabile all’età e alle 
esigenze, gli studenti sperimentano fisicamente e 
rappresentano su mappe:
• percorsi nel piano a partire da una descrizione
• percorsi da elaborare per raggiungere un obiettivo, 

procedendo con passi di lunghezza e direzione fissata

Immagini digitali come porzioni di piano

• Obiettivo: sperimentare l’uso di vettori e di coordinate per indicare 
movimenti  e posizioni 
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• Obiettivo: introdurre la nozione di trasformazione affine del 
piano, evidenziandone alcune proprietà geometriche e 
imparando a rappresentarle analiticamente

• Attività: i ragazzi sperimentano l’effetto prodotto operando 
trasformazioni su configurazioni finite di punti nel piano 
cartesiano

L’immagine rivela proprietà delle 
trasformazioni piane

f g
Dilatazione lungo

un asse
Trasformazione affine
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• Obiettivo: descrivere e visualizzare la trasformazione individuata da due vettori
• Attività: attraverso attività manipolative, carta e penna o software
• gli studenti individuano il reticolo generato da due vettori interpretando e 

descrivendo  combinazioni lineari
• modificano immagini per visualizzare trasformazioni 
• confrontano rappresentazione analitica e modifiche ottenute

Matrici per descrivere 
trasformazioni delle immagini

g

Trasformazione affine
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Possibili approfondimenti

Trasformazione dinamica di un’immagine:

• Creazione di un flipbook (https://youtu.be/lUGVrMruOws)

• Creazione di una immagine .gif animata

• Utilizzo di applet realizzate con GeoGebra 
(https://www.geogebra.org/m/cfdw6bvj)
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https://youtu.be/lUGVrMruOws


2. Attività con GeoGebra
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m2= a m0 + (1-a) m1

m0 =

m1 =

m2=



Facendo variare i valori della matrice in [0,1] 
i colori della tabella sono in scala di grigio. 

Alle tabelle si associano poi due informazioni: il 
colore e l'altezza della pila di cubi posta sopra 
ogni quadrato. La realizzazione richiede l'uso di 
tre indici, traslazioni e coordinate in 3D. L'app 
può essere usata come black box in altre attività.

2. Attività con GeoGebra 
colori e matrici

A ogni coppia di indici 
corrisponde il colore:         
0 indica il bianco, 1 il blu.



3. SNAP, matrici 
e colori digitali
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Si presenta su Snap un’immagine formata da quadratini 
bianchi e neri costruita mediante l’opportuna compilazione 
di una matrice.
Si visualizza sullo schermo sia l’immagine costituita dai 
pixel neri sia la matrice che l’ha generata, in questo modo 
si nota subito l’associazione tra il valore “1” nella matrice                      
e il quadratino nero nell’immagine. 

e le matrici

Un’immagine sgranata appare formata da tanti quadratini, i pixel. 
I pixel possono essere organizzati in una griglia.
Si associa alla griglia il concetto di matrice spiegando che nella 
matrice ogni elemento è individuato da una coppia di indici (i, j). 

Percorso didattico

Le celle sono individuate dagli indici, che indicano il numero di righe e colonne.
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Dopo aver richiamato i comandi principali utilizzati per 
ottenere la matrice, si avvia l’attività degli alunni su 
Snap attraverso la richiesta di riprodurre la matrice 
quadrata 3x3 riprodotta a lato.

(A fianco la matrice 8 x 8 ottenuta come 
lista di 8 liste da 8 valori che consente di 
ottenere l’immagine della “F”) 

e le matrici
Percorso didattico

Si chiede agli alunni di realizzare un’immagine (matrice) con le 
proprie iniziali, richiedendo in input il numero di righe e di colonne.
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Programmando con SNAP si richiede
di ottenere l’immagine simmetrica rispetto 
agli assi x, y oppure l’immagine ruotata, in 
modo da far comprendere come operare 
sugli indici della matrice di partenza

Ragionando sul sistema RGB, si puo’ 
introdurre il  sistema di numerazione 
esadecimale e operazioni fra matrici 
riga e colonna per ottenere le diverse 
tonalità.

e le matrici
Percorso didattico
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Programmi vari (Paint, Blocco Note, Calcolatrice,…) permettono di 
visualizzare i codici dei colori digitali RGB e di visualizzare la sintesi additiva in 
modo intuitivo.

Matrici e colori digitali 

È possibile far vedere la 
corrispondenza fra colore e 
codice numerico RGB che 
rappresenta i valori dei 
componenti rosso, verde e 
blu di un colore come un 
numero naturale tra 0 e 255.



4. Matrici e immagini digitali
con Python
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Nello spirito della ‘vignette’ a un livello più avanzato, si cerca di:
• mostrare la struttura numerica delle immagini digitali comunemente 

utilizzate e quindi il loro possibile trattamento matematico
• coinvolgere gli studenti mediante un’attività diretta di programmazione 

nell’analisi di singole immagini e in alcuni interventi di modifica di esse

Si è scelto il linguaggio Python in quanto ormai impiegato nelle scuole 
superiori, in genere sin dai primi anni.

Per semplificare e uniformare l’attività didattica si è scelto di utilizzare la 
piattaforma Colab di Google, attraverso la creazione e la possibile 
condivisione di diversi Notebook tematici. 

Attività in generale 
triennio scuola secondaria secondo grado
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Per evidenziare le possibilità 
didattiche di tale strumento è stato 
preparato per i docenti un Tutorial 
sulle modalità d’uso dei Notebook 
di Colab.

NB0 - Introduzione al linguaggio 
Python 
Semplici esempi per familiarizzare 
con i comandi base e prepararsi alle 
sfide successive. 

I Notebook
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NB1 – Introduzione al calcolo vettoriale e matriciale
Operazioni tra vettori e matrici (somma, sottrazione, prodotto 
termine a termine, prodotto scalare, prodotto righe per 
colonne, trasposizione, matrici speciali).

NB2 – Trasformazioni geometriche nel piano 
Matrici come operatori per trasformazioni geometriche 
di un singolo punto o di semplici figure piane. 

Isometrie (traslazioni, simmetrie, rotazioni), affinità, 
composizione di trasformazioni.

Matrici e geometria
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•Pixel, immagine vettoriale e immagine bitmap 
• Immagini binarie (bianco e nero),                                                              

in scala di grigi e a colori (RGB).

•Dalla matrice all’immagine e viceversa. 
•Costruzione e analisi di semplici immagini binarie. 
•La mappa dei colori nel sistema RGB e la scomposizione di 

un’immagine nelle 3 bande.

Matrici e immagini digitali (I) [NB3]
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Azioni ottenibili con semplici manipolazioni delle tabelle delle immagini.
•Copertura, taglio o scalatura di porzioni di un’immagine. Collage. 
•Azioni sulle bande dei colori per variarne l’intensità. Effetti soglia.                   
Da RGB a scala di grigi. 
•Transizione da un’immagine a un’altra (somma di immagini). 

Matrici e immagini digitali (II) [NB4]
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[Modulo facoltativo di approfondimento]
Azioni più complesse sulle immagini:

Matrici e immagini digitali (III) [NB5]

- Rimozione del rumore (noise filtering). 

- Compressione delle immagini attraverso la 
scomposizione SVD (cenni).

… e altro.



UMI LM (2021)

(2008) 
Klein (1908) 

Conclusioni
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Situazione educativa 
del 21° secolo, diversa 

da quella in cui 
lavorava Klein

Interdisciplinarità 
(Scienze sperim. 
Arte, Tecnologia)

Intreccio con i risultati 
della ricerca didattica

Trasposizione didattica 
nel contesto culturale 

e istituzionale della 
scuola italiana

Soddisfare le esigenze 
degli insegnanti di 
matematica che 
desiderano 
aggiornarsi sugli 
sviluppi recenti della 
disciplina, per inserirli 
nell’insegnamento 
secondario.   

Conclusioni
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